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ll\

Pp

d -
(ar+d0r)-(r+dr)d<p—ar-rdtp—Zat-dr-sin(T‘p)=0

dla de — 0: sin (qu)) sz(p_'Q

| x 1

!:p‘(ar+dar)-(r+dr)?i(e—ar-r)kp—'i(at-dr-¥=0 0
EN o +rdo, + o,.dr Hdo,dr|— O\ — o,dr = 0/: dr =)

r
Oy + T r 0.=0 |, rédwnanie zawiera dwie niewiadome (o, i 0;) = problem statycznie niewyznaczalny.
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Pp
B
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Pa.ﬂ, b
(] S 7Y
- b, bl g —— —_. il
o
1) Réwnanie rGwnowagi naprezen:
do,
0, + TW — 0t — 0
2) Rdwnania rownowagi odksztatcen: £, = %(Ut _va,) e = (dr +du) —dr _ du
l dr dr
— u
\ 3 E_(du _u £tz(r+u)dfp rdep _u
= V— r
Or =103 (g, + ve,) =1 vz \ar T Uy rde
E = - B E u du
at—m(£t+ver) ! Gt—l_vz ;+va _— ..

2 @_1. 2
!:>dar— E du_l_vrdr U | do, E (du vdu_vu>

+_ —_
dr 1—v2\dr? rdr 2
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Pp
B
s A 2
I?aiq, 5
! T
. X.l‘ il a_ — it \
S -
_E (du u do, E Lvdu u
Or =132 dr+vF dr 1-—v2\dr? rdr r? Oc =
g

du u d*u du u u u
_ _ —_— = . r
L o+ r+r_dr2+v§ }r\ - % 0/ =)

)5

|
_0 = E du+ u N d2u+vdu
orftT dr | 1%t 1-— ar V)T 1—R\dr?  rdr vz

u

r

d*’u 1du

dr? T rdr

u

r2

!=> warunek rownowagi wewnetrznej, w postaci rownania rozniczkowego funkcji przemieszczen: u = u(r).

Catka ogdlna rownania rézniczkowego tego typu ma postac:

D
u=~Cr+—
r
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d’u 1du u

A\ 4

— 4+ ————=0| Catkaogdlna: lu =Cr +—
dr2+rdr 2 r
]
__E (du uw\] | [ E D D E D
0-7'_1_1,2(5-'_";) l 0, = > C——2+VC+V—2 » 0, = 2 (1+v)C—(1—v)—z >
1—v r r 1—v r
..|»..
_E (u_ du E D D E D
o =1"2\7 " Var O =7 z\Ctztvi-vs = at=1_v2((1+v)c+(1—v)ﬁ>->

Warunki brzegowe: -

D
1° 6. (r=a)=p, & 0, = <(1+V)C—(1—v)z>=pa~ﬁ

_1-v a’p,—b’p,
 E b? — a?

<(1+V)C—(1—v)%> = prt =D D=1+V.azb2(19a—pb) N

1—12

2° 0,(r=b)=p, » 0, =
——RoOwnania-Lamégo:

1 — 2 E b2 — a2

_ a’p, —b*p, a*b*(p, - pp)
[ ey e - (b2 — a®)r2
_ a’p, - b*p, a*b*(p,—pp)
0 = b (b2 — a?)r2
1 Gabriel Lamé
il (1795-1870) francuski
u= E(bz ~ az) ((1 — ‘U) (azpa e bzpb)’l" + (1 + v)aZbZ(pa — pb) ;) matematyk i i:ﬁ;niser
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AGH

_ a’p,—b*p, a*b*(p, - pp)
W T X =
_ a’p,—b*p, a*b*(p, - pp)
0 = —0—= (b2 — a)r2
1 2 9 212 1 Gabriel Lamé
= 1-— —_ 1 b - - (1795-1870) francuski
. E(bZ = aZ) (( V)(a Pa 8 pb)r + ( M v)a (pa pb) T') matematyk i inzynier

Dyskusja-rownan-Lamégo:
1) Wartosci naprezen promieniowych (o,) i obwodowych (o;) nie zalezg od wtasciwosci materiatu (rodzaju
materiatu) a jedynie od cisnienia wewnetrznego (p,) zewnetrznego (p,), wymiarow poprzecznych rury (a i
b) i wspoétrzednej promieniowej (7).

2 _ bZ
. . s . . . . aA"Pa 47
2) Dodajac stronami zaleznosci na g, i g; otrzymujemy: |g,. + o, = 2 P2 — = const.
—a
Wynika stad, ze w kazdym punkcie rury suma naprezen promieniowych (g, ) i obwodowych (o; ) jest stata.

3) Odksztatcenia na kierunku osi rury (zatozenie: 6, = 0 — dtuga rura bez den) opisa¢ mozna zaleznoscia:

v
&, =—=\0O 0,.) = const.
Wynika stad, ze: z E (0, + o)

O w kazdym punkcie przekroju poprzecznego rury wartos¢ odksztatcenia osiowego jest taka sama,
O spetniona jest zasada ptaskich przekrojow poprzecznych rury; rure mozna rozpatrywac jako szereg
ztozonych osiowo pierscieni.
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8.3.1. Stan naprezenia

_ a’p,—b*p, a*b*(p,—pp)

B (R <0; re€{ab)

_a*p,—b*p, a’b*(p,— pp)

Ot = "2 _ 42 (b2 — a)r2 >0; re{ab)

Obydwie sktadowe napreienia (o, i 0;) osiggaja ekstremalne
wartosci na wewnetrznej powierzchni rury:

A | >
5 t
dla r = a: o, =—p RS . <
Nc Nc S , o,
b2 + a? + || 4_ O
T —a2? alsy AR ="
o~ ==
Na powierzchni zewnetrznej rury: / | \ |I" SY
v / \ r |
dla r = b: o,-=0 lll ‘\\
2a* |
at — bz . az p |
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2
8.3.2. Wytezenie rury przelotowej (bez dna): - ZZa D
Najwieksze wytezenie materiatu wystepuje w warstwie wewnetrznej b*~a
rury (r = a), gdzie obydwa naprezenie giéwne przyjmujg wartosci p
ekstremalne. Warunek bezpieczenstwa dotyczy wiec tego obszaru. t |
Q
a) Zastosowanie hipotezy Hubera: zt
_HMH 1 2 2 2 2 4 2 Tn
olMH = — /(01 — 02)% + (02 — 03)% + (01 — 03) b* +a
\/E bz zp i a
bZ + az —a o bl Ml
dla r = a: O'1=0t=mp; o, =0, 03=0,=-p O01Pa = P||=

4 T I

4 - c .
GHMH — p 1+3(2) <k, Stad dla zadanego promienia \A'Iewnetrzr)eigo (a) i ci$nienia
zr b2 — a2 al = wewnatrz rury (p), wyznaczy¢ mozna promien zewnetrzny (b) :

k,
(@ wazor jest stuszny pod warunkiem: p <—= = 0.58k,

V3

2
14 4
1+ k.. 4+ 3k_,2, Jezelip — k,./\/3 érednica zewnetrzna rury D = 2b — oo.

> Oznacza to, ze przy cisnieniu wewnetrznym p > k,./ v/3 w monolitycznej rurze
1-3 P_Z grubosciennej nie da sie zapewnic¢ spetnienia warunku bezpieczenstwa,
\ ker wedtug hip. H-M-H, bez wzgledu na to jak duza bytaby jej srednica zewnetrzna.
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8.3.2. Wytezenie rury przelotowej (bez dna): . ZZa D
b-—a
b) Zastosowanie hipotezy 7,4
_ o,
0o =01-03<k, '
b* + a® /oy
dla r = a. 0'1=0't=mp; o, =0; o-3=ar:_pl ,(ar
b? + a? e
¢ bz —a2P /o e
2 Stad dla zadanego promienia wewnetrznego T — RN
2b . , odp, =p
allt = = >p <k, (a) i ci$nienia wewnatrz rury (p), wyznaczyé 2 -
b*—a mozna promien zewnetrzny (b): = (%

& Wwzor jest stuszny pod warunkiem: p < 0.5k,

Jezeli p — k,./2 srednica zewnetrzna rury D = 2b — .

Oznacza to, ze przy cisnieniu wewnetrznym p = 0.5 k,.w monolitycznej rurze
grubosciennej nie da sie zapewni¢ spetnienia warunku bezpieczenstwa, wedtug hipotezy 7,,,, (C-T-G), bez
wzgledu na to jak duza bytaby jej srednica zewnetrzna.

W rurze o nieskonczenie duzej grubosci Scianki, dla punktow o promieniu 7 = 4a naprezenia o; i o, nie
przekraczajg 6% swoich ekstremalnych wartosci. Z praktycznego punktu widzenia dla elementéw o wymiarach
b > 4a mozna wiec stosowac warunek bezpieczenstwa w postaci:

p < k,/V3 - wedtughip.H-M-H, lub  p < 0.5k, - wedtug hip. C-T-G
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8.3.3. Wytezenie rury zamknietej: < ZZa P
W przypadku rury grubosciennej zamknietej dnami, ci$nienie b*~a
wewnetrzne, poza naprezeniami obwodowymi (o;) i promieniowymi o
(o)), wywotuje takze powstanie naprezen osiowych (o,): t |
I N/ o}
] oy \‘5“'“"‘\‘i"' Mm"m;‘h‘lm_t| z " D
1e4ttd4404448 b2 + g2 O
r—t—t
__‘_p ...... __Sl_'fl.»z - —_ bz—azp a i
I YYVVYVVYVIVVY “ 0P, = PIlIIE
' ~ & o,
I a? !
ZFiZ =0 I» O-Z'(kbz _kaZ)_p.va =0 I» 0, =b2 _azp
a) Hipoteza Hubera:
1 i
opH = \/_E\/(% —02)% + (02 — 03)* + (01 — 03)?
b? + a? a’
dlar=a: 01=0; =35 5P 02=0,=37 " 3P; 03=0;=-P_

b) Hipoteza 7,,,,,:

Wytezenie takie samo jak dla rur przelotowych (por. p. 8.3.2 b), gdyz wg | L, p <L

hipotezy C-T-G nie zalezy od naprezen o, = o,.
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Przypadek dwdch rur natozonych z wciskiem jedna na druga:

Ogolna postac rozwigzania rownania Lamégo na przemieszczenie warstwy na promieniu 7 (por. p. 8.2):
1 1
u= 1—v)(a?p, — b*pp)r + (1 + v)a?b*(p, — pp) —
E(bz — az) <( )( Pa pb) ( ) (pa pb) r

gdzie: a — promien wewnetrzny, b — promien zewnetrzny, p,— ciSnienie wewnetrzne, p ,— ci$nienie zewnetrzne.

bp (a? — b?
1) Dla rury wewnetrznej —wymiary: aib; p, = 0; pp, = p;r = b-stad: u; = — E\bZ—aZ V4
) _

bp (b?* + c?
2) Dla rury zewnetrznej — wymiary: bic;p, =p;pp = 0;r =c—-stad: u, = e \Z 2 + v,
5 _

3) Warunek réwnowagi odksztatcen: |u | + |uy| = A
bp (a? — b? bp (b? + c? é
—vp |+ +v,]=A
E1 <b2—a2 1) Ez CZ_bZ 2
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lﬂ

AGH
L —
| I ]
- 7y l H Ao l"'
< G| g, [WemS T [—— =
I S A [ — A .l — Yy . i I Y S d. . R B
bp (a? — b? bp (b?* + c? o A
E bz_az_vl +E cz_bz‘l'vz =4 o) b (a? — b? b (b? + c2
1 2 E; bz—az_vl +E2 cz—b2+v2

Gdy obydwie rury wykonane sg z tego samego materiatu:

_EA(b? — a?)(c? — b?)

2b? b? + a? a?(? + b?) N 2+ b2
Czl_bz P |\ "pa_gzP b2(2 — a?) Pat 2 12P | ’H I
2b> %+ a? |AmﬂH,
2a” p ﬁ O-t b2 —a? p c2—q? Pa "f” o-t '+ o
bt ezl
|” 2 + b? - 3 : l
P
||||||”ﬁﬁ ¢-F c* +a* 21 :p v
il Py — p
b? + a? "', _I 0 b CZ _az a bz_az I a {, a
s, DX Pat 2
' 2 | a ' 0 S E
o &L — ‘ — rura lita ====== =y
< 'lﬁ'l 0 QU — O.r

rura dwuwarstwowa




MJ 8.5. Krazki wirujace

lﬂ

%
G
oéé

dF =dV -p-w?-r
dV=r-de-dr -z Q

& dF=p-r2w2-z-dr-d(p‘

.. | d(O’r'T'Z) R\% d
. ¥
z P;, =0 = [(ar +do,)(r+dr)(z+dz )Ehg —arrzdxgl—katzd +pr2wzzdr2&g =0
1d ‘T
Q d(o, -1 -2z) — 0,zdr + pr*w?zdr = 0/: zdr =) ~ (ardr 2 _ o, +pr’w?* =0 =
1/dr d(o,z) rd(o, -z
Lb E(EG’"Z-*_ d; r)—at+pr2w2 =0 =p ;%+ar—at+przwz =0

— rownanie zawiera dwie niewiadome (o, i 6;) — problem statycznie niewyznaczalny.
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AG

e, 1) Rdwnanie rGwnowagi naprezen:

rd(o, -z
—¥+Gr—at+pr2w2 =0 (1)

z dr

i 2) Z prawa Hooke’a:
1 —
J. sr = = (O-T - VO't) 0-1" - 1 — vz (gr + vgt) (Za)
R I . = E
& = E (O-t - VO'r) O: = m (St + Vsr) (Zb)

3) RGwnania rownowagi odksztatcen:
_(dr+du)—dr du Ga) & _(r+u)d(p—rd(p=u
B dr ~dr ‘ rde

(2a) E [(du u\] (2 _ E (u du
(3a) "r=1_vz<dr+”7) Gay o =70z\r " Var

(3b)

d(o,z) do, dz _
dr drz+50r_ m

= t———V— |+ -0, + +v—
dr 1—v2 \dr? rdr 12 drar 1 —vidr\dr r

Q d(o,z) E <d2u vdu u) dz E dz <du u)
= z
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z+dz |d(o,2) E d’*u vdu u\ dz E dz(du u
= z tT——— =V | +5-0,+ V—
dr 1—v2 \dr? rdr r? dr 1—vZdr\dr T
_E du+ u _E u+ du
or=r vi\ar V) | T\ Var
d |
v ‘ ¥
r\d(o, - z)
—|———=Hlo,| —|o [+ priw? =0
7 dr r t p ‘ Q
Er d2u+vdu u +rdz E du+ u N Er dz du+ u
1—v2\ar "rar "2) T zar1—v2\ar ' 'r z(1—v?) dr\dr VT
N E du_l_ u E u+ du 12 — 0
1—v2\ar V7)) 1= \r V) TP T
4 po uproszczeniu:
gdzie:
d2u+ 1 1dz\du 1(vdz 1 p vi-1
D -+ ——|—4+—-—|—————|u = Ar = w
dr: \r zdr/dr r\zdr r E P
Zalezno$¢ na odksztatcenie wirujacego krazka, w postaci rownania

rozniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu. Rozwigzanie tego réwnania w
postaci skoriczonej udaje sie uzyskac tylko dla pewnych funkcji z = z (7).
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8.5.1. Krazek bez otworu o statej grubosci:

d*u (1 1dz>du 1<vdz 1)
+|(=-+—-— +—|—-———|u=A4r

P — gestos¢ materiatu krazka

_v2—1

A= pw?

dr? r zdr)dr r\zdr r
Z = h = const. ‘i
N dz = d2u+1du u_A
E_O ez g7 e L

Catkujac kolejno po r:
14 iy =a" ¢
rdr T2 1
4 2

—A—+C;—+C
ur 3 12 2

E
i (11 (ur)) = Ar

rdr

3

L L
drur— 2 1r

r3

LA
u=dgthiz Ty

i E B+v)r: 1+v 1—-v
1= 2 A + C,

2 1 12

_E E_I_vd_u b _E (1 + 3v)r?
T 2\ dr =) Ot =1 )2 A +

1+vC +1—vC
2 1 r 2
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8.5.1. Krazek bez otworu o statej grubosci: I
E B+v)r2 1+v 1-—v

A + C,

=1 8 2 17 T2

E 1+3Vr? 1+v 1-v r3 r C, v2 -1
Gtzl_v2< 8 + 2 1+ 1"2 CZ> u=A§+C1§+— A= E pwz
Warunki brzegowe:
. 0—A03 CO C, - c _(3+v)1—vzb2 2
1°u(r=0)=0 mp 0= g TGzt = C, =0 1= 2 +v) E P

3+v)b? 1+v (3 + v)Ab?

o — = = Ci =—
2° o, (r=b)=0 = A4 g +t—C1=0 = C, 21

Uwzgledniajac wartos¢ A oraz state C, i C5:

3+v 3+v 1+ 3v 1 —v? 3+v
2(h2 _ 42 _ 2(p2 _ 2 _ 2 2 _ .2
g Pw (b%2 —1%)| |0y g Pw (b 3+vr) u pPro < vb r)

0, =

3+v
Na srodku krazka (r = 0), naprezenia wynosza: ¢, = o, = 0y = T pw?b?

T2 1+ 3v/r\2
Mozna zapisaé: |0, = O (1 — (E) o,=0p(1-— 35y (E)
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8.5.1. Krazek z otworem o statej grubosci:

E B+v)r2 1+v 1-—v
A + C,

o= 2 8 2 172
E 1+3Vr? 1+v 1-v r3 r C, v:i-1
Gtzl_v2< 8 + 2 1+ 1"2 CZ> u=A§+C1§+— A= E pwz
Warunki brzegowe: X . 3 )Aa? - (3 +v)
+V i 4 + v)Aa _ 2 2

1°0,(r=a)=0 = T C, =— 3 - =) C1——m ( b)

1+v 1—-v (3 + v)Ab? (3 +v)
2° O'T(T = b) =0 » 2 Cl o b2 CZ - = 8 -” Cz = —m a’b?

Uwzgledniajac wartos¢ A oraz state C, i C5:
_ 1+ (a)z (r)z (“)2 14 (@ 2 14+3v/r\¢? [a\?
7r=oo(1+(5) ~G) ~G) ) | jor=20(1+(5) 577 G) ()

a’b? 1-—v?
2 N 3 3+ v
Ebz((l v)(a® +b%)r + (1 +v)— 3+vr> N 22




