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Rury i cylindry grubościenne

studium przypadków; stan naprężenia i odkształcenia w rurze grubościennej; równania
Lamégo; rury grubościenne poddane działaniu ciśnienia wewnętrznego; wytężenie rur
przelotowych, wytężenie rur zamkniętych, połączenia wciskowe, naprężenia w krążkach
wirujących.
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połączenia skurczowe/ wciskowe,

krążki wirujące,
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warunek równowagi wewnętrznej, w postaci równania różniczkowego funkcji przemieszczeń: 𝒖 = 𝒖(𝒓).

Całka ogólna równania różniczkowego tego typu ma postać: 𝒖 = 𝑪𝒓 +
𝑫

𝒓
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𝑬

𝟏− 𝝂𝟐
𝟏+ 𝝂 𝑪− 𝟏−𝒗

𝑫

𝒂𝟐
= 𝒑𝒂
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Równania Lamégo:

Gabriel Lamé
(1795–1870) francuski 

matematyk i inżynier
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𝝈𝒓 =
𝒂𝟐𝒑𝒂 −𝒃𝟐𝒑𝒃
𝒃𝟐 −𝒂𝟐

−
𝒂𝟐𝒃𝟐 𝒑𝒂 −𝒑𝒃
𝒃𝟐 −𝒂𝟐 𝒓𝟐

𝝈𝒕 =
𝒂𝟐𝒑𝒂 −𝒃𝟐𝒑𝒃
𝒃𝟐 −𝒂𝟐

+
𝒂𝟐𝒃𝟐 𝒑𝒂 −𝒑𝒃
𝒃𝟐 −𝒂𝟐 𝒓𝟐

𝒖 =
𝟏

𝑬 𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝟏− 𝒗 𝒂𝟐𝒑𝒂 −𝒃𝟐𝒑𝒃 𝒓+ 𝟏+ 𝒗 𝒂𝟐𝒃𝟐 𝒑𝒂 −𝒑𝒃

𝟏

𝒓

Gabriel Lamé
(1795–1870) francuski 

matematyk i inżynier

Dyskusja równań Lamégo:

1) Wartości naprężeń promieniowych (𝝈𝒓) i obwodowych (𝝈𝒕) nie zależą od właściwości materiału (rodzaju
materiału) a jedynie od ciśnienia wewnętrznego (𝒑𝒂) zewnętrznego (𝒑𝒃), wymiarów poprzecznych rury (𝒂 i
𝒃) i współrzędnej promieniowej (𝒓).

2) Dodając stronami zależności na 𝝈𝒓 i 𝝈𝒕 otrzymujemy: 𝝈𝒓 +𝝈𝒕 = 𝟐
𝒂𝟐𝒑𝒂 −𝒃𝟐𝒑𝒃
𝒃𝟐 −𝒂𝟐

= 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕.

Wynika stąd, że w każdym punkcie rury suma naprężeń promieniowych (𝝈𝒓 ) i obwodowych (𝝈𝒕 ) jest stała. 

3) Odkształcenia na kierunku osi rury (założenie: 𝝈𝒛 = 𝟎 – długa rura bez den) opisać można zależnością: 

𝜺𝒛 = −
𝒗

𝑬
𝝈𝒕 + 𝝈𝒓 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕.

Wynika stąd, że:
 w każdym punkcie przekroju poprzecznego rury wartość odkształcenia osiowego jest taka sama,
 spełniona jest zasada płaskich przekrojów poprzecznych rury; rurę można rozpatrywać jako szereg 

złożonych osiowo pierścieni. 
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8.3.1. Stan naprężenia

𝑶

𝝈𝒓

𝝈𝒕

𝝈𝒕

𝝈𝒓 =
𝒂𝟐𝒑𝒂−𝒃𝟐𝒑𝒃
𝒃𝟐 −𝒂𝟐

−
𝒂𝟐𝒃𝟐 𝒑𝒂−𝒑𝒃
𝒃𝟐 −𝒂𝟐 𝒓𝟐

𝝈𝒕 =
𝒂𝟐𝒑𝒂 −𝒃𝟐𝒑𝒃
𝒃𝟐 −𝒂𝟐

+
𝒂𝟐𝒃𝟐 𝒑𝒂 −𝒑𝒃
𝒃𝟐 −𝒂𝟐 𝒓𝟐

𝝈𝒓 =
𝒂𝟐𝒑

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝟏−

𝒃𝟐

𝒓𝟐

𝒑𝒃 = 𝟎

𝒑𝒂 = 𝒑

𝝈𝒕 =
𝒂𝟐𝒑

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝟏+

𝒃𝟐

𝒓𝟐

Obydwie składowe naprężenia (𝝈𝒓 i 𝝈𝒕) osiągają ekstremalne
wartości na wewnętrznej powierzchni rury:

< 𝟎 ; 𝒓 ∈ ,𝒂ۦ )𝒃

> 𝟎 ; 𝒓 ∈ 𝒂,𝒃

𝝈𝒓 = −𝒑

𝝈𝒕 =
𝒃𝟐 +𝒂𝟐

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝒑

dla  𝒓 = 𝒂: 

Na powierzchni zewnętrznej rury:

𝝈𝒓 = 𝟎

𝝈𝒕 =
𝟐𝒂𝟐

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝒑

dla  𝒓 = 𝒃: 

𝝈𝒓 −
𝒑

𝟐
𝒂
𝟐

𝒃
𝟐
−
𝒂
𝟐
𝒑

𝒃
𝟐
+
𝒂
𝟐

𝒃
𝟐
−
𝒂
𝟐
𝒑 𝝈𝒕



𝑶
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8.3.2. Wytężenie rury przelotowej (bez dna):

𝒑𝒂 = 𝒑

𝝈𝒓

𝝈𝒕

𝝈𝒕

𝝈𝒓

−
𝒑

𝒃𝟐 +𝒂𝟐

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝒑

𝝈𝒕

𝟐𝒂𝟐

𝒃𝟐−𝒂𝟐
𝒑

a) Zastosowanie hipotezy Hubera:

Największe wytężenie materiału występuje w warstwie wewnętrznej
rury (𝒓 = 𝒂), gdzie obydwa naprężenie główne przyjmują wartości
ekstremalne. Warunek bezpieczeństwa dotyczy więc tego obszaru.

𝝈𝒛𝒓
𝑯𝑴𝑯 =

𝟏

𝟐
𝝈𝟏 −𝝈𝟐

𝟐 + 𝝈𝟐 −𝝈𝟑
𝟐 + 𝝈𝟏−𝝈𝟑

𝟐

𝝈𝟑 = 𝝈𝒓 = −𝒑𝝈𝟏 = 𝝈𝒕 =
𝒃𝟐 +𝒂𝟐

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝒑;dla  𝒓 = 𝒂: 𝝈𝟐 = 𝟎;

𝝈𝒛𝒓
𝑯𝑴𝑯 =

𝒂𝟐𝒑

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝟏+ 𝟑

𝒃

𝒂

𝟒

≤ 𝒌𝒓
Stąd dla zadanego promienia wewnętrznego (𝒂) i ciśnienia
wewnątrz rury (𝒑), wyznaczyć można promień zewnętrzny (𝒃) :

𝒃 ≥ 𝒂

𝟏+
𝒑
𝒌𝒓

𝟒+ 𝟑
𝒑𝟐

𝒌𝒓
𝟐

𝟏−𝟑
𝒑𝟐

𝒌𝒓
𝟐


wzór jest słuszny pod warunkiem: 𝒑 <

𝒌𝒓

𝟑
≈ 𝟎.𝟓𝟖𝒌𝒓

Jeżeli 𝒑 → Τ𝒌𝒓 𝟑 średnica zewnętrzna rury 𝑫 = 𝟐𝒃 →∞.

Oznacza to, że przy ciśnieniu wewnętrznym 𝒑 ≥ Τ𝒌𝒓 𝟑w monolitycznej rurze
grubościennej nie da się zapewnić spełnienia warunku bezpieczeństwa,
według hip. H-M-H, bez względu na to jak duża byłaby jej średnica zewnętrzna.
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8.3.2. Wytężenie rury przelotowej (bez dna):

𝒑𝒂 = 𝒑

𝝈𝒓

𝝈𝒕

𝝈𝒕

𝝈𝒓

−
𝒑

𝒃𝟐 +𝒂𝟐

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝒑

𝝈𝒕

𝟐𝒂𝟐

𝒃𝟐−𝒂𝟐
𝒑

b) Zastosowanie hipotezy 𝝉𝒎𝒂𝒙:

𝝈𝒛𝒓
𝑪𝑻𝑮 = 𝝈𝟏 −𝝈𝟑 ≤ 𝒌𝒓

𝝈𝟑 = 𝝈𝒓 = −𝒑𝝈𝟏 = 𝝈𝒕 =
𝒃𝟐 +𝒂𝟐

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝒑;dla  𝒓 = 𝒂: 𝝈𝟐 = 𝟎;

𝝈𝒛𝒓
𝑪𝑻𝑮 =

𝟐𝒃𝟐

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝒑 ≤ 𝒌𝒓

Stąd dla zadanego promienia wewnętrznego
(𝒂) i ciśnienia wewnątrz rury (𝒑), wyznaczyć
można promień zewnętrzny (𝒃):

𝒃 ≥ 𝒂
𝒌𝒓

𝒌𝒓 −𝟐𝒑


wzór jest słuszny pod warunkiem: 𝒑 < 𝟎.𝟓 ∙ 𝒌𝒓

Jeżeli 𝒑 → Τ𝒌𝒓 𝟐 średnica zewnętrzna rury 𝑫 = 𝟐𝒃 →∞.

Oznacza to, że przy ciśnieniu wewnętrznym 𝒑 ≥ 𝟎.𝟓 ∙ 𝒌𝒓 w monolitycznej rurze
grubościennej nie da się zapewnić spełnienia warunku bezpieczeństwa, według hipotezy 𝝉𝒎𝒂𝒙 (C-T-G), bez
względu na to jak duża byłaby jej średnica zewnętrzna.

W rurze o nieskończenie dużej grubości ścianki, dla punktów o promieniu 𝒓 ≥ 𝟒𝒂 naprężenia 𝝈𝒕 i 𝝈𝒓 nie
przekraczają 6% swoich ekstremalnych wartości. Z praktycznego punktu widzenia dla elementów o wymiarach
𝒃 ≥ 𝟒𝒂można więc stosować warunek bezpieczeństwa w postaci:

𝒑 ≤ Τ𝒌𝒓 𝟑 - według hip. H-M-H,       lub          𝒑 ≤ 𝟎.𝟓 ∙ 𝒌𝒓 - według hip. C-T-G
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8.3.3. Wytężenie rury zamkniętej:

𝒑𝒂 = 𝒑

𝝈𝒓

𝝈𝒕

𝝈𝒕

𝝈𝒓

−
𝒑

𝒃𝟐 +𝒂𝟐

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝒑

𝝈𝒕

𝟐𝒂𝟐

𝒃𝟐−𝒂𝟐
𝒑

W przypadku rury grubościennej zamkniętej dnami, ciśnienie
wewnętrzne, poza naprężeniami obwodowymi (𝝈𝒕) i promieniowymi
(𝝈𝒓), wywołuje także powstanie naprężeń osiowych (𝝈𝒛):

𝟐
𝒃

𝟐
𝒂𝒑

𝝈𝒛

𝝈𝒛

𝑭𝒊𝒛 = 𝟎 𝝈𝒛 ∙ 𝝅𝒃𝟐 − 𝝅𝒂𝟐 − 𝒑 ∙ 𝝅𝒂𝟐 = 𝟎 𝝈𝒛 =
𝒂𝟐

𝒃𝟐 − 𝒂𝟐
𝒑

a) Hipoteza Hubera:

𝝈𝒛𝒓
𝑯𝑴𝑯 =

𝟏

𝟐
𝝈𝟏 −𝝈𝟐

𝟐 + 𝝈𝟐 −𝝈𝟑
𝟐 + 𝝈𝟏 −𝝈𝟑

𝟐

𝝈𝟑 = 𝝈𝒓 = −𝒑𝝈𝟏 = 𝝈𝒕 =
𝒃𝟐 +𝒂𝟐

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝒑;dla  𝒓 = 𝒂: 𝝈𝟐 = 𝝈𝒛 =

𝒂𝟐

𝒃𝟐 − 𝒂𝟐
𝒑 ;

𝝈𝒛𝒓
𝑯𝑴𝑯 =

𝟑 ∙ 𝒃𝟐∙ 𝒑

𝒃𝟐 −𝒂𝟐
≤ 𝒌𝒓

𝒃 ≥ 𝒂
𝒌𝒓

𝒌𝒓 −𝒑 𝟑

𝒑 <
𝒌𝒓

𝟑
≈ 𝟎.𝟓𝟖𝒌𝒓

b) Hipoteza 𝝉𝒎𝒂𝒙:

Wytężenie takie samo jak dla rur przelotowych (por. p. 8.3.2 b), gdyż wg
hipotezy C-T-G nie zależy od naprężeń 𝝈𝟐 = 𝝈𝒛.
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Przypadek dwóch rur nałożonych z wciskiem jedna na drugą:

𝒃
+
∆

𝒂

𝒃

𝒄∆

𝒑

𝒑

∆𝒖
𝟏

𝒖
𝟐

3) Warunek równowagi odkształceń: 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 = ∆

1) Dla rury wewnętrznej – wymiary: 𝒂 i 𝒃; 𝒑𝒂 = 𝟎; 𝒑𝒃 = 𝒑; 𝒓 = 𝒃 – stąd:

𝒖 =
𝟏

𝑬 𝒃𝟐 −𝒂𝟐
𝟏− 𝒗 𝒂𝟐𝒑𝒂 −𝒃𝟐𝒑𝒃 𝒓+ 𝟏+ 𝒗 𝒂𝟐𝒃𝟐 𝒑𝒂 −𝒑𝒃

𝟏

𝒓

Ogólna postać rozwiązania równania Lamégo na przemieszczenie warstwy na promieniu 𝒓 (por. p. 8.2):

gdzie: 𝒂 – promień wewnętrzny, 𝒃 – promień zewnętrzny,  𝒑𝒂– ciśnienie wewnętrzne, 𝒑𝒂– ciśnienie zewnętrzne.

𝒖𝟏 = −
𝒃𝒑

𝑬𝟏

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

𝒃𝟐 − 𝒂𝟐
− 𝒗𝟏

2) Dla rury zewnętrznej  – wymiary:  𝒃 i 𝒄; 𝒑𝒂 = 𝒑; 𝒑𝒃 = 𝟎; 𝒓 = 𝒄 – stąd: 𝒖𝟐 =
𝒃𝒑

𝑬𝟐

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐

𝒄𝟐 − 𝒃𝟐
+ 𝒗𝟐

𝒃𝒑

𝑬𝟏

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

𝒃𝟐 − 𝒂𝟐
− 𝒗𝟏 +

𝒃𝒑

𝑬𝟐

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐

𝒄𝟐 − 𝒃𝟐
+ 𝒗𝟐 = ∆
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𝒃
+
∆

𝒂

𝒃

𝒄∆

𝒑

𝒑

∆𝒖
𝟏

𝒖
𝟐

𝒃𝒑

𝑬𝟏

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

𝒃𝟐 − 𝒂𝟐
− 𝒗𝟏 +

𝒃𝒑

𝑬𝟐

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐

𝒄𝟐 − 𝒃𝟐
+ 𝒗𝟐 = ∆ 𝒑 =

∆

𝒃
𝑬𝟏

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

𝒃𝟐 − 𝒂𝟐
− 𝒗𝟏 +

𝒃
𝑬𝟐

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐

𝒄𝟐 − 𝒃𝟐
+ 𝒗𝟐

Gdy obydwie rury wykonane są z tego samego materiału: 
(𝑬𝟏 = 𝑬𝟐 = 𝑬; 𝝂𝟏 = 𝝂𝟐 = 𝝂) 𝒑 =

𝑬∆

𝒃

𝒃𝟐 − 𝒂𝟐 𝒄𝟐 − 𝒃𝟐

𝟐𝒃𝟐 𝒄𝟐 − 𝒂𝟐

𝝈𝒓𝒑

𝒑𝒂

𝒑
𝒂

𝝈𝒕

𝝈𝒓

𝒂𝟐 𝒄𝟐 +𝒃𝟐

𝒃𝟐 𝒄𝟐 −𝒂𝟐
𝒑𝒂 +

𝒄𝟐 +𝒃𝟐

𝒄𝟐 −𝒃𝟐
𝒑

𝒄𝟐 +𝒂𝟐

𝒄𝟐−𝒂𝟐
𝒑𝒂 −

𝟐𝒃𝟐

𝒃𝟐−𝒂𝟐
𝒑

𝒄𝟐 +𝒂𝟐

𝒄𝟐−𝒂𝟐
𝒑𝒂

𝒑𝒂 = 𝟎

rura dwuwarstwowa
rura lita

𝝈𝒕

𝟐𝒃𝟐

𝒄𝟐−𝒃𝟐
𝒑

𝒄𝟐 +𝒃𝟐

𝒄𝟐 −𝒃𝟐
𝒑

𝒃𝟐 +𝒂𝟐

𝒃𝟐−𝒂𝟐
𝒑

𝟐𝒃𝟐

𝒃𝟐−𝒂𝟐
𝒑
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𝑶

A

B

C
D

𝒅
𝒓

𝒛

𝒛 + 𝒅𝒛

𝒓

𝑶

A

B

C

D

𝒓

𝒅𝑭

𝒅𝑭 = 𝒅𝑽 ∙ 𝝆 ∙ 𝝎𝟐 ∙ 𝒓

𝒅𝑽 = 𝒓 ∙ 𝒅𝝋 ∙ 𝒅𝒓 ∙ 𝒛

𝝆 – gęstość 

𝒅𝑭 = 𝝆 ∙ 𝒓𝟐𝝎𝟐 ∙ 𝒛 ∙ 𝒅𝒓 ∙ 𝒅𝝋

𝑷𝒊𝒓 = 𝟎

𝒅𝝋

𝟐

𝒅𝝋

𝟐

𝒅𝑭

𝝈𝒓 + 𝒅𝝈𝒓 𝒓 + 𝒅𝒓 𝒛 + 𝒅𝒛 𝒅𝝋 −𝟐𝝈𝒕𝒛𝒅𝒓 sin
𝒅𝝋

𝟐
−𝝈𝒓𝒓𝒛𝒅𝝋 +𝝆𝒓𝟐𝝎𝟐𝒛𝒅𝒓𝒅𝝋 = 𝟎

𝒅 𝝈𝒓 ∙ 𝒓 ∙ 𝒛 − 𝝈𝒕𝒛𝒅𝒓 + 𝝆𝒓𝟐𝝎𝟐𝒛𝒅𝒓 = 𝟎

𝒅 𝝈𝒓 ∙ 𝒓 ∙ 𝒛

: 𝒛𝒅𝒓
𝟏

𝒛

𝒅 𝝈𝒓 ∙ 𝒓 ∙ 𝒛

𝒅𝒓
− 𝝈𝒕 + 𝝆𝒓𝟐𝝎𝟐 = 𝟎

𝟏

𝒛

𝒅𝒓

𝒅𝒓
𝝈𝒓𝒛 +

𝒅 𝝈𝒓𝒛

𝒅𝒓
𝒓 − 𝝈𝒕 + 𝝆𝒓𝟐𝝎𝟐 = 𝟎

𝒓

𝒛

𝒅 𝝈𝒓 ∙ 𝒛

𝒅𝒓
+ 𝝈𝒓 − 𝝈𝒕 + 𝝆𝒓𝟐𝝎𝟐 = 𝟎

→ równanie zawiera dwie niewiadome (𝝈𝒓 i 𝝈𝒕)  → problem statycznie niewyznaczalny.
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𝒅
𝒓

𝒛

𝒛 + 𝒅𝒛

𝒓

𝑶

A

B

C

D

𝒓

𝒅𝑭

1) Równanie równowagi naprężeń:

𝒓

𝒛

𝒅 𝝈𝒓 ∙ 𝒛

𝒅𝒓
+ 𝝈𝒓 − 𝝈𝒕 + 𝝆𝒓𝟐𝝎𝟐 = 𝟎

2) Z prawa Hooke’a:

𝜺𝒓 =
𝟏

𝑬
𝝈𝒓 − 𝝂𝝈𝒕

𝜺𝒕 =
𝟏

𝑬
𝝈𝒕 − 𝝂𝝈𝒓

𝝈𝒓 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝜺𝒓 + 𝝂𝜺𝒕

𝝈𝒕 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝜺𝒕 + 𝝂𝜺𝒓

3) Równania równowagi odkształceń:

𝑶

A

B

C

D

𝒓
A’

B’

C’
D’

𝜺𝒓 =
𝒅𝒓 + 𝒅𝒖 − 𝒅𝒓

𝒅𝒓
=
𝒅𝒖

𝒅𝒓
𝜺𝒕 =

𝒓 + 𝒖 𝒅𝝋 − 𝒓𝒅𝝋

𝒓𝒅𝝋
=
𝒖

𝒓

(1)

(2a)

(2b)

(3a) (3b)

(2a)

(3a)

(3b)

𝝈𝒓 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝒅𝒖

𝒅𝒓
+ 𝝂

𝒖

𝒓

(2a)

(3a)

(3b)

𝝈𝒕 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝒖

𝒓
+ 𝝂

𝒅𝒖

𝒅𝒓

𝒅 𝝈𝒓𝒛

𝒅𝒓
=
𝒅𝝈𝒓
𝒅𝒓

𝒛 +
𝒅𝒛

𝒅𝒓
𝝈𝒓

𝒅 𝝈𝒓𝒛

𝒅𝒓
=

𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝒛

𝒅𝟐𝒖

𝒅𝒓𝟐
+
𝝂

𝒓

𝒅𝒖

𝒅𝒓
− 𝒗

𝒖

𝒓𝟐
+
𝒅𝒛

𝒅𝒓
𝝈𝒓 +

𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝒅𝒛

𝒅𝒓

𝒅𝒖

𝒅𝒓
+ 𝝂

𝒖

𝒓



8.5. Krążki wirujące

© T. Machniewicz                      WIMiR, Wytrzymałość Elementów Maszyn, Wykład nr 8

𝒓

𝒛

𝒅 𝝈𝒓 ∙ 𝒛

𝒅𝒓
+ 𝝈𝒓 − 𝝈𝒕 + 𝝆𝒓𝟐𝝎𝟐 = 𝟎

𝝈𝒓 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝒅𝒖

𝒅𝒓
+ 𝝂

𝒖

𝒓

𝒅 𝝈𝒓𝒛

𝒅𝒓
=

𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝒛

𝒅𝟐𝒖

𝒅𝒓𝟐
+
𝝂

𝒓

𝒅𝒖

𝒅𝒓
− 𝒗

𝒖

𝒓𝟐
+
𝒅𝒛

𝒅𝒓
𝝈𝒓 +

𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝒅𝒛

𝒅𝒓

𝒅𝒖

𝒅𝒓
+ 𝝂

𝒖

𝒓

𝝈𝒕 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝒖

𝒓
+ 𝝂

𝒅𝒖

𝒅𝒓

𝑬𝒓

𝟏−𝝂𝟐
𝒅𝟐𝒖

𝒅𝒓𝟐
+
𝝂

𝒓

𝒅𝒖

𝒅𝒓
−𝒗

𝒖

𝒓𝟐
+
𝒓

𝒛

𝒅𝒛

𝒅𝒓

𝑬

𝟏−𝝂𝟐
𝒅𝒖

𝒅𝒓
+𝝂

𝒖

𝒓
+

𝑬𝒓

𝒛(𝟏−𝝂𝟐)

𝒅𝒛

𝒅𝒓

𝒅𝒖

𝒅𝒓
+𝝂

𝒖

𝒓

+
𝑬

𝟏−𝝂𝟐
𝒅𝒖

𝒅𝒓
+𝝂

𝒖

𝒓
−

𝑬

𝟏−𝝂𝟐
𝒖

𝒓
+𝝂

𝒅𝒖

𝒅𝒓
+𝝆𝒓𝟐𝝎𝟐 = 𝟎

𝒅𝟐𝒖

𝒅𝒓𝟐
+

𝟏

𝒓
+
𝟏

𝒛

𝒅𝒛

𝒅𝒓

𝒅𝒖

𝒅𝒓
+
𝟏

𝒓

𝝂

𝒛

𝒅𝒛

𝒅𝒓
−
𝟏

𝒓
𝒖 = 𝑨𝒓

gdzie:

𝑨 =
𝝂𝟐 − 𝟏

𝑬
𝝆𝝎𝟐

Zależność na odkształcenie wirującego krążka, w postaci równania
różniczkowego zwyczajnego drugiego rzędu. Rozwiązanie tego równania w
postaci skończonej udaje się uzyskać tylko dla pewnych funkcji 𝒛 = 𝒛(𝒓).

17

po uproszczeniu:
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8.5.1. Krążek bez otworu o stałej grubości:

𝒅𝟐𝒖

𝒅𝒓𝟐
+

𝟏

𝒓
+
𝟏

𝒛

𝒅𝒛

𝒅𝒓

𝒅𝒖

𝒅𝒓
+
𝟏

𝒓

𝝂

𝒛

𝒅𝒛

𝒅𝒓
−
𝟏

𝒓
𝒖 = 𝑨𝒓 𝑨 =

𝝂𝟐 − 𝟏

𝑬
𝝆𝝎𝟐

𝒛 = 𝒉 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕.

𝝆 – gęstość materiału krążka 

𝒅𝒛

𝒅𝒓
= 𝟎

𝒅𝟐𝒖

𝒅𝒓𝟐
+
𝟏

𝒓

𝒅𝒖

𝒅𝒓
−
𝒖

𝒓𝟐
= 𝑨𝒓

𝒅

𝒅𝒓

𝟏

𝒓

𝒅

𝒅𝒓
𝒖𝒓 = 𝑨𝒓

Całkując kolejno po 𝒓:
𝟏

𝒓

𝒅

𝒅𝒓
𝒖𝒓 = 𝑨

𝒓𝟐

𝟐
+ 𝑪𝟏

𝒅

𝒅𝒓
𝒖𝒓 = 𝑨

𝒓𝟑

𝟐
+ 𝑪𝟏𝒓

𝒖𝒓 = 𝑨
𝒓𝟒

𝟖
+ 𝑪𝟏

𝒓𝟐

𝟐
+ 𝑪𝟐 𝒖 = 𝑨

𝒓𝟑

𝟖
+ 𝑪𝟏

𝒓

𝟐
+
𝑪𝟐
𝒓

𝝈𝒓 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝒅𝒖

𝒅𝒓
+ 𝝂

𝒖

𝒓

𝝈𝒕 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝒖

𝒓
+ 𝝂

𝒅𝒖

𝒅𝒓

𝝈𝒓 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝑨

𝟑 + 𝝂 𝒓𝟐

𝟖
+
𝟏 + 𝝂

𝟐
𝑪𝟏 −

𝟏 − 𝝂

𝒓𝟐
𝑪𝟐

𝝈𝒕 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝑨

𝟏 + 𝟑𝝂 𝒓𝟐

𝟖
+
𝟏 + 𝝂

𝟐
𝑪𝟏 +

𝟏 − 𝝂

𝒓𝟐
𝑪𝟐

𝒉

𝝎
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8.5.1. Krążek bez otworu o stałej grubości:

𝑨 =
𝝂𝟐 − 𝟏

𝑬
𝝆𝝎𝟐

𝝆 – gęstość materiału krążka 
𝝈𝒓 =

𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝑨

𝟑 + 𝝂 𝒓𝟐

𝟖
+
𝟏 + 𝝂

𝟐
𝑪𝟏 −

𝟏 − 𝝂

𝒓𝟐
𝑪𝟐

𝝈𝒕 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝑨

𝟏 + 𝟑𝝂 𝒓𝟐

𝟖
+
𝟏 + 𝝂

𝟐
𝑪𝟏 +

𝟏 − 𝝂

𝒓𝟐
𝑪𝟐

𝒉

𝝎

Warunki brzegowe:

1 𝒖(𝒓 = 𝟎) = 𝟎

𝒖 = 𝑨
𝒓𝟑

𝟖
+ 𝑪𝟏

𝒓

𝟐
+
𝑪𝟐
𝒓

𝟎 = 𝑨
𝟎𝟑

𝟖
+ 𝑪𝟏

𝟎

𝟐
+
𝑪𝟐
𝒓

𝑪𝟐 = 𝟎

2 𝝈𝒓(𝒓 = 𝒃) = 𝟎 𝑨
𝟑 + 𝝂 𝒃𝟐

𝟖
+
𝟏 + 𝝂

𝟐
𝑪𝟏 = 𝟎 𝑪𝟏 = −

𝟑 + 𝝂 𝑨𝒃𝟐

𝟒 𝟏 + 𝝂

𝑪𝟏 =
𝟑 + 𝝂

𝟒 𝟏 + 𝝂

𝟏 − 𝝂𝟐

𝑬
𝒃𝟐𝝆𝝎𝟐

Uwzględniając wartość 𝑨 oraz stałe 𝑪𝟏 i 𝑪𝟐:

𝝈𝒓 =
𝟑 + 𝝂

𝟖
𝝆𝝎𝟐 𝒃𝟐 − 𝒓𝟐 𝝈𝒕 =

𝟑 + 𝝂

𝟖
𝝆𝝎𝟐 𝒃𝟐 −

𝟏 + 𝟑𝝂

𝟑 + 𝝂
𝒓𝟐 𝒖 =

𝟏 − 𝝂𝟐

𝟖𝑬
𝝆𝒓𝝎𝟐

𝟑 + 𝝂

𝟏 + 𝝂
𝒃𝟐 − 𝒓𝟐

Na środku krążka (𝒓 = 𝟎), naprężenia wynoszą: 𝝈𝒓 = 𝝈𝒕 = 𝝈𝑶 =
𝟑 + 𝝂

𝟖
𝝆𝝎𝟐𝒃𝟐

Można zapisać: 𝝈𝒓 = 𝝈𝑶 𝟏 −
𝒓

𝒃

𝟐

𝝈𝒓 = 𝝈𝑶 𝟏 −
𝟏 + 𝟑𝝂

𝟑 + 𝝂

𝒓

𝒃

𝟐
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8.5.1. Krążek z otworem o stałej grubości:

𝑨 =
𝝂𝟐 − 𝟏

𝑬
𝝆𝝎𝟐

𝝆 – gęstość materiału krążka 
𝝈𝒓 =

𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝑨

𝟑 + 𝝂 𝒓𝟐

𝟖
+
𝟏 + 𝝂

𝟐
𝑪𝟏 −

𝟏 − 𝝂

𝒓𝟐
𝑪𝟐

𝝈𝒕 =
𝑬

𝟏 − 𝝂𝟐
𝑨

𝟏 + 𝟑𝝂 𝒓𝟐

𝟖
+
𝟏 + 𝝂

𝟐
𝑪𝟏 +

𝟏 − 𝝂

𝒓𝟐
𝑪𝟐

Warunki brzegowe:

1 𝝈𝒓(𝒓 = 𝒂) = 𝟎

𝒖 = 𝑨
𝒓𝟑

𝟖
+ 𝑪𝟏

𝒓

𝟐
+
𝑪𝟐
𝒓

𝟏 + 𝝂

𝟐
𝑪𝟏 −

𝟏 − 𝝂

𝒂𝟐
𝑪𝟐 = −

𝟑 + 𝝂 𝑨𝒂𝟐

𝟖

2 𝝈𝒓(𝒓 = 𝒃) = 𝟎

Uwzględniając wartość 𝑨 oraz stałe 𝑪𝟏 i 𝑪𝟐:

𝝎

𝒉

𝟏 + 𝝂

𝟐
𝑪𝟏 −

𝟏 − 𝝂

𝒃𝟐
𝑪𝟐 = −

𝟑 + 𝝂 𝑨𝒃𝟐

𝟖

𝑪𝟏 = −
𝟑 + 𝝂

𝟒 𝟏 + 𝝂
𝑨 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

𝑪𝟐 = −
𝟑 + 𝝂

𝟖 𝟏 − 𝝂
𝑨𝒂𝟐𝒃𝟐

𝝈𝒓 = 𝝈𝑶 𝟏 +
𝒂

𝒃

𝟐

−
𝒓

𝒃

𝟐

−
𝒂

𝒓

𝟐

𝝈𝒓 = 𝝈𝑶 𝟏 +
𝒂

𝒃

𝟐

−
𝟏+ 𝟑𝝂

𝟑 + 𝝂

𝒓

𝒃

𝟐

+
𝒂

𝒓

𝟐

𝒖 =
𝝈𝑶
𝑬𝒃𝟐

𝟏 − 𝝂 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 𝒓 + 𝟏 + 𝝂
𝒂𝟐𝒃𝟐

𝒓
−
𝟏 − 𝝂𝟐

𝟑 + 𝝂
𝒓𝟑

gdzie:

𝝈𝑶 =
𝟑 + 𝝂

𝟖
𝝆𝝎𝟐𝒃𝟐


